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1 EinfUhrung

Diese Arbeit wurde im Rahmen d€£S Seminardes Masterstudiengan@®mputational Enginee-
ring Sciencean derRWTH Aachenm Wintersemester 2012/13 verfasst. Ziel war es, die Idesn d
HauptreferenOn the modelling of non-linear kinematic hardening at firsiteins with application
to springback — comparison of time integration algorithwos Ivaylo Vladimirov, Michael Pietryga
und Stefanie Reese [2] aufzuarbeiten und zusammenzufassen

Der theoretische Teil von [2] befasst sich mit einem Moeéelingsansatz fur kinematische Verfesti-
gung, welcher basierend auf dem rheologischen Modell vanstiong-Frederick eine Betrachtung

auch fur beliebig gro3e Verformungen erlaubt. Des Weitbedrandelt das Paper die numerische Im-
plementierung des Modells und stellt eine Modifizierung Béskwarts-Euler Verfahrens und den

Exponential Map Algorithmugor, welche plastische Inkompressibilitat gewéahrleisten

1.1 Elastoplastizitat

In der Werkstoffkunde bezeichnet der BegHifastizitatdie Eigenschaft eines Materials, nach einer
Deformierung wieder die ursprungliche Gestalt anzunehnmerGegensatz dazu versteht man unter
dem BegriffPlastizitdt dass nach der Verformung eine Restdeformation erhalesbtbl

Man spricht vorelastoplastischervlaterialverhalten, wenn sich der Werkstoff bis zu einerigsen
Spannung elastisch verhalt und sich ab digdmf3grenzeplastisch verformt. In Abbildung 1.1 ist
der Spannungs-Dehnungs-Verlauf fir ein Material dardjesteslches sich bis zur Fliel3grenze linear
elastisch verhalt. Die Steigung dieser Geraden wirdldstizitatsmoduFE' bezeichnet.

Im dreidimensionalen Fall wird die Fliel3grenze als delge3flachedargestellt. Die Flie3flache um-
schliel3t den Zustandsbereich, innerhalb dessen sich dasiMa&lastisch verhalt. Plastisches Verhal-
ten tritt auf, wenn ein Zustand auf der Flie3flache erreiahd ywwobei bei weiter steigender Spannung
die Fliel3flache nicht tberschritten werden kann. Wéachsggennung weiter als es die urspringli-
che Flie3flache zulasst, findet eine Transformation deRf#iehe statt, sodass der Spannungszustand
niemals aul3erhalb der Flache liegt. Diesen Vorgang bezeichan ald/erfestigung

Die Flie3funktion® (o) gibt an, ob der Spannungszustand in der Flie3flache und sareiastischen
Bereich ist ¢ < 0) oder ob der Spannungszustand genau auf der Fliel3flachgdieg 0). Ein
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Abbildung 1.1: Spannungs-Dehnungs-Kurve bei elastoplastischem Mbteriealten

® > (ist nicht zulassig, da, wie oben beschrieben, der Spanausgsd nicht aul3erhalb der Fliel3-
flache liegen kann. Wie in Abbildung 1.2 dargestellt, lassh slie Flie3flache nach von Misam
Hauptspannungsraum als ein Zylinder entlangigeirostatischen Achge; = o0, = o3) darstellen.
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Abbildung 1.2: von Mises Fliel3fache (grau) mit hydrostatischer Achseulbla

1.2 Verfestigung

In der Werkstoffkunde versteht man unter dem Begriff Verfgmg eine sich aufgrund plastischer
Verformung einstellende Erhéhung der mechanischen Festign Zugexperimenten zeigt sich Ver-
festigung im Spannungs-Dehnungs-Diagramm, wenn nach degicken der Fliel3grenze die Span-
nung weiter ansteigt. Man unterscheidet zwischen isotr@deschnitt 1.2.1) und kinematischer (Ab-
schnitt 1.2.2) Verfestigung, wobei in der Praxis beide Aigemeinsam auftreten.



1 Einfihrung 3

1.2.1 Isotrope Verfestigung

Isotrope Verfestigung ist gekennzeichnet durch eine pie#flige Aufweitung der urspriinglichen
Flie3flache, ohne dass es zu einer Formveranderung odesidiian kommt. Das rheologische Mo-
dell fir isotrope Verfestigung besteht aus einem Reibetgmed einer Feder, welche in Reihe ge-
schaltet sind.
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Abbildung 1.3: Rheologisches Modell fur isotrope Verfestigung und
Spannungs-Dehnungs-Diagramm fir ersten (rot) und zwéilen)
Belastungszyklus

Die FlielBspannung des Reibelements wird nicht als konataggnommen, sondern h&ngt von der so-
genanntemkkumulierten plastischen Dehnungb, welche den Absolutbetrag aller plastischen Deh-
nungen aufsummierk. ist somit monoton steigend. Fur lineare isotrope Verfesigist die Funktion

f (k) linear. Fur die Spannung ergibt sich:

0 =0y + f(K) = E-(c — &) (1.1)
Im dreidimensionalen Fall einaon Mises Flie3flacheeigt sich isotrope Verfestigung durch eine
VergroRerung des Zylinderradius im Hauptspannungsraum.
1.2.2 Kinematische Verfestigung

Kinematische Verfestigung ist charakterisiert durch e&iae Translation der urspriinglichen Fliel3-
flache, ohne dass sich dabei ihre Form verandert. Das rhisdhmgModell fir kinematische Verfes-



1 Einfihrung 4

tigung besteht aus der Reihenschaltung einer Fddgrnfit der Parallelschaltung einer Fedéf,}
und eines Reibelements.
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Abbildung 1.4: Rheologisches Modell fur kinematische Verfestigung und
Spannungs-Dehnungs-Diagramm fir ersten (rot) und zwéilen)
Belastungszyklus

Fir die Spannung ergibt sich:

og=0y +Ey-cp=FE (6 —¢) (1.2)

Im dreidimensionalen Fall eineton Mises Fliel3flacheeigt sich kinematische Verfestigung durch
eine translatorische Verschiebung des Zylinders im Hagpisungsraum.
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2 Nichtlineare kinematische Verfestigung bel
grofRen Verformungen

2.1 Rheologisches Modell (nach Armstrong-Frederick)

Das rheologische Modell nad&rmstrong-FredericKAbbildung 2.1) beschreibt kinematische Verfes-
tigung fir kleine Dehnungen. Es besteht aus einem Reibelermmem Dampfer und zwei Federn.
Neben dem elastischen Anteil der Verformungexistiert ein plastischer Anteil,, welcher zusétz-
lich in einen elastischerx ) und einen inelastischen,() Verformungsanteil zerlegt werden kann.
Der Parametel ist dimensionslos und bezeichnet den plastischen Multiplikator.

e

Abbildung 2.1: Rheologisches Modell fir kinematische Verfestigung naam#rong-Frederick

Die treibende Kraft der plastischen Deformierung ist dieldive Spannungr — x, wobeio die
gesamte Spannung unddie Rickspannung angibt. Die Ruckspannungvird durch die innere
Feder generiert und reprasentiert anschaulich die Langéedschiebung der Fliel3flache.

0=FEe.=E(—¢p) (2.1)

X = cgp, = c(gp — &p;) (2.2)
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Die GroR3ere, unde,, sind innere Variablen und werden aus den Evolutionsgleighn

}\8(13

L= A— 2.3
gp 80' ( )
‘ b :
Ep; = )‘EX = )‘b(gp - 5Pi) (24)
bestimmt, wobel aus derkuhn-Tucker Bedingungen
A>0, ®<0, M\N=0 (2.5)

folgt.

2.2 Kontinuumsmechanische Erweiterung

Im Folgenden wird die Erweiterung des rheologischen Madéh groRe Verformungen erlautert. In
Analogie zur additiven Zerlegung der Dehnungen in Absc¢init wird derDeformationsgradienF
in einen elastischen und einen plastischen Anteil zerlegt:

F=F.F, (2.6)

Analog zue, wird auchF,, in einen elastischen und einen inelastischen Anteil aafiget

F,=F,F, (2.7)

p:

Da aufgrund des Prinzips der Unabhangigkeit vom Bezugssydtefreie Helmholtz Energie nur
von den elastischen Anteilen der Deformation abhéangtt folg

Y= we(ce) + wkin(cpe) + Q/JiSO(’f) (2.8)

mit einem elastischen Teil/(), sowie Anteilen aufgrund kinematischer,(,) und isotroper Verfes-
tigung @is,). Aus der Definition desechten Cauchy-Green TensqiG = FTF) folgen die beiden
Beziehungen

C.=F/F.= (FF,))"(FF,') =F, "F'FF,' =F,"CF,' (2.9)

und
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C,. =F.F, = (F,F,) (F,F,') =F, "FFF'=F CF,' (2.10)

r beschreibt wie in Abschnitt 1.2.1 die akkumulierte plagtessDehnung. Die freie Helmholtz Energie
kann nun in dieClausius-Duhem Forrder Entropieungleichung

. 1.
—d+8-2C=0 (2.11)

aus der Thermodynamik eingesetzt und nach der Zeit abgeledrden.S bezeichnet hierbei den
zweiten Piola-Kirchhoff Spannungstensbre Zeitableitungen voC. undC,,, ergeben sich aus der
Produktregel.

Aufgrund der Annahme, dass.(C.) und v, (C,.) isotropé Funktionen sind, folgt, dass sie nur

von den Invarianten volC, bzw. C,, abhéangen sowie die Symmetrie der Tenso@e% und

o Mit den symmetrischen Anteiled, und d,, der Geschwindigkeitsgradienten folgt die

enngIﬁege Form der Clausius-Duhem Ungleichung

— 677Z)e — 1. awe 877Z)km awkzn awiso .
—2F ' R T - 2 —2F F').d, + (2 -d,, — >
(S P 6Ce P ) 2C + ( Ceace DPe ane pe) P +( Cpe 6Cpe ) Pi aH} k= 0

—_— —-—— ——— —
=S =M =X =:Mpin, R
(2.12)

welche fiir beliebige thermodynamische Prozesse (alsodiietiged,, d,,, C und k) erfiillt sein
muss. Der zweite Piola-Kirchhoff SpannungstenSavird nun so gewahlt, dass der erste Term der
Ungleichung entfallt. Mit Hilfe deMandel Spannungstensakd, demSpannungstensavly;,,, der
Ruckspannung und derSchleppspannung verbleibt schlief3lich

(M = x)-d, + My - d,, + Ric > 0 (2.13)

was auch alfkestungleichunfjezeichnet wird. Evolutionsgleichungen, welche dieseipthg er-
fullen, werden in [2] in Anlehnung an Armstrong-Fredericdggben und gepruft:

. 0P . MP — P
d =)\ =\ 2.14
Y STV | (214)
. b D
dy, = /\EMkz‘n (2.15)

/(QTQT) = f(T)
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= gx (2.16)

Die Flie3funktion gemal von Mises hat die Form

o= M2~y = /200, ~ ), @17)

wobei ein hochgestellte® den Spannungsdeviafodes Tensors kennzeichnet. Der Spannungsde-
viator ist der Tensor abzlglich des Anteils, welcher durghrbstatischen Druckp(= %)
verursacht wird.

Die bisher hergeleiteten Gleichungen beziehen sich aidchedene Konfigurationen, so ist bei-
spielsweise der zweite Piola-Kirchhoff Spannungstensatiglich des undeformierten Zustandes de-
finiert und die symmetrischen Anteile der Geschwindigkgdsdienten beziehen sich auf Zwischen-
konfigurationen. Deshalb ist es notig, alle Grol3en in Bezdglee Referenzkonfiguration darzustel-
len (siehe [2]).

Zusammenfassend werden folgende (Un-)Gleichungen lggnoti
e Der zweite Piola-Kirchhoff Spannungsten8odie Rickspannuny und die beiden Spannungs-

artigen Gro3erY undYy;,

ov -
-1 em—T - -T
S=2F,' 55 F,T X=WIGemFT Y=CS5-CX Yu=CX (218

e Die Evolutionsgleichungen flr die rechten Cauchy-Greems®eenC, undC,,, sowie fur die
akkumulierte plastische Dehnurg

C, = 2A% C,, = znggncm fo = %A (2.19)
¢ Die Flie3funktion® und die Schleppspannurig)
2= |MP x|S0~ R)  R=-QU ) (2.20)
e Die Kuhn-Tucker Bedingungen
A>0 d <0 AP =0 (2.21)

C,, C,, und« sind innere Variablen und kbnnen somit von auf3en nicht bedbabzw. gemessen
werden.
ZAP = A — 1tr(A)1
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Bisher wurde die Form der freien Helmholtz Energie nichgegeben, sodass die Gleichungen (2.18)
bis (2.21) allgemeine Gultigkeit besitzen. Durch das Vbegeeiner Form fit), wie beispielsweise
der Neo-Hook’schen Form, ergeben sich spezielle Fornurggen flr den zweiten Piola-Kirchhoff
Spannungstens& und die RuckspannunX (siehe [2]).
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3 Numerische Implementierung

Im Weiteren wird die Verwendung der in Kapitel 2 vorgestzilGleichungen in ddfinite-Elemente-
Methodebehandelt. Fokus liegt auf der Lésung der Evolutionsgleigfen in der Form

Y(t) = Z(Y(t),t) Y(t) (3.1)

und der Betrachtung, ob plastische Inkompressibilitat

det C, = 1 (3.2)

korrekt abgebildet werden kann.

3.1 Ruckwarts-Euler-Verfahren

DasRuckwarts-Euler-Verfahreist einimplizites numerisches Verfahren zur Losung eines Anfangs-
wertproblems. Es verwendet zur Approximation des Ablgjgiarms demifferenzenquotienten

Y Yn+1 - Yn
Y,j1=——m——, 3.3
n= (33)
welcher eingesetzt in Gleichung (3.1) zu der Diskretisigru
Yn+1 - Yn + Zn+1Yn+1At (34)

fuhrt. Diese Formulierung kann die in Gleichung (3.2) gd@te plastische Inkompressibilitat im
Allgemeinen nicht erfullen und fiihrt somit bei grol3er Stilreite zu erheblichen Fehlern in der
numerischen L6sung. Bei der Diskretisierung mit sehr ldeiZeitschritten flihrt das Ruckwarts-
Euler-Verfahren jedoch zu ausreichend genauen Ergelmnisse



3 Numerische Implementierung 11

3.2 Modifiziertes Rickwarts-Euler-Verfahren

Um das Defizit des klassischen Rickwarts-Euler-Verfahmeter vorliegenden Problemstellung zu
beheben, wird die gewtinschte plastische Inkompressibdlis weitere Gleichung

det Yn+1 =1 (35)

des Systems hinzugefiigt. Zusatzlich wird miine neue skalare Variable eingefiihrt, um eine Uber-
bestimmtheit des Systems zu vermeiden. Das modifiziert&wrts-Euler-Verfahren verwendet die
Diskretisierung einer neuen inneren Variahlegeman (3.4)

?n+1 - Yn + Zn+1Yn+1At (36)

mit der gleichmafigen Skalierung

Y1 =Yt (3.7)

welche in jedem Zeitschritt die Einhaltung der plastischsompressibilitat gemaf Gleichung (3.2)
gewabhrleistet.

Das modifizierte Rickwarts-Euler-Verfahren fihrt zu guRasultaten und ist schnell und einfach zu
implementieren, da nur eine zuséatzliche Bedingung beicickgt werden muss.

3.3 Exponential Map Algorithmus
In der Literatur wurde gezeigt, dass sich @sponential Map Algorithmusur Integration von Evo-

lutionsgleichungenleviatorischerArt eignet. Aus ihm folgt angewandt auf den Gleichungsty)3
die implizite Integrationsformel

Y, = ettlny, (3.8)

Mit Hilfe der Identitéatdet (e%) = (%) folgt

det(Y,11) = det(e?t2n 1Y) = e (ATZ00) L det Y,)=det(Y,) =1, 3.9
+

sodass die Forderung nach plastischer Inkompressilgktd@iald Gleichung (3.2) automatisch erfullt
wird.
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\on den vorgestellten Algorithmen ist der Exponential Mdgakithmus der genauste und fiihrt auch
bei grof3en Schrittweiten zu einem sehr guten Ergebnis.tbgdsch relativ komplex zu implemen-
tieren, da in jeder lokalen Iteration die Losung eines BEigantproblems natig ist (siehe [2]).
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