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Aufgabe 1.
Sei f, : [0,1] — R, n € N gegeben durch

) (n/y/x) sin(z/n), € (0,1]
r {4 vl
Zeigen Sie:
(a) Esgilt {f.} c L*([0,1]).

(b) Die Folge {f,} konvergiert gegen die Funktion f(xz) = /x im Sinne der
punktweisen Konvergenz und der

(c) gleichmaBigen Konvergenz.

(d) Die Funktionenfolge {f,} konvergiert gegen f in L([0, 1]).
Hinweis:

* |sin(t)| < [¢].

1+1+1+1 = 4 Punkte
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Aufgabe 2.
Betrachten Sie die Flache F = {x € R|z = ¢(s,1),(s,t) € B} mit

scost
(s, t) = | ssint |, B =(1,2) x (0,2m).
t

a) Berechnen Sie die Lange des Randes von F.

b) Berechnen Sie die Flache von F. Es reicht, wenn Sie die Formel auf ein eindimensio-
nales bestimmtes Integral reduzieren.

c) Bestimmen Sie anhand des Satzes von Gauss das Randintegral

/ G -vdS
oF

mit G(z,y, z) = (1,100, 2/ 22 + y?).

2+2+2=6 Punkte
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Aufgabe 3.
Betrachten Sie das Vektorfeld f : R3 — R gegeben durch

f(a,y, 2) = (2y,2°,22),

und berechnen Sie das Arbeitsintegral [ f - dz mit
v :[0,27] — R3,  ~(t) = (cos(t),sin(t), ht) "

und h € R. Bestimmen Sie das Arbeitsintegral auf zwei verschiendene Arten:

a) Mit der Definition
27
[ rear= [ uG e
2l
b) Zeigen Sie, dass f ein Potential ¢ : R3 — R besitzt und benutzen Sie die Identitat
[ 1z = o2(2m) - 63(0)).
-

3+3=6 Punkte
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Aufgabe 4.
Gegeben sei das Funktional F': D — R mit

171 1
P = [ (3R + 30 + ) - 1*) o
o \2 2 4
und
D = {u € C?([0,1]) : u(0) = u(1) = 0}.
(a) Seiwv € D. Berechnen Sie die erste Variation von F'im Punkt « in Richtung v.
(b) Geben Sie eine Differentialgleichung an, der die Extremalen von F' geniigen.

(c) Geben Sie fiir « = 0 eine Ldésung der Differentialgleichung mit den durch D vorgege-
benen Randbedingungen an.

(d) Fir welche Werte von v € R ist die Menge

b
Gy = {u € C’O([a7 b)) : / u(z)dr = ’}’}

konvex?
(e) Zeigen Sie, dass die Menge
G := {(z,y) € R’ : max(2?, (z — 2)> +2) < y}

konvex ist.

1+1+1,5+1,5=5 Punkte
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Aufgabe 5.
Sei 7 : [0, 7] — R2 Lésung des Anfangswertproblems

#'(t) = (¢, 2(t), #(0) = Zo,

wobei f € C?([0,T] x R?) ist und 9;f(t,%) < M, i = 1,2 fur alle (¢,%) € [0,T] x R?. Sei
h=T/Nmit N e Nundt; = jhfir0<j <N.

a) Gegeben sei folgendes Runge-Kutta Verfahren
Tjy1 =T +hV(t;,75,h), 7=0,....N
mit der Verfahrensfunktion
V(t,Z, h) = (1—0b)f(t,Z(t)) + bf(t + ch,Z + chf(t, Z(t))),
wobei b, ¢ € R sind. Geben Sie das Butcher-Tableau des Verfahrens an.

b) Definieren Sie den Begriff der Konsistenzordnung. Welche Konsistenzordnung hat
das Verfahren maximal?

c) Geben Sie einen Wert flr ¢ an, so dass die Konsistenzordnung maximal wird. Be-
griinden Sie Ilhre Wahl.

d) Welche Konvergenzordnung des Verfahren erwarten Sie? Begriinden Sie lhre Erwar-
tung.

1+2+2+2=7 Punkte
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Aufgabe 6.
Sei z : [0,7] — R Lésung des Anfangswertproblems

2'(t) = f(t,2(1),  2(0) = wo,

wobei f € C%([0,T] x R) ist und 8,.f(t,z) < M fur alle (t,z) € [0,T] x R. Sei h = T/N mit
N eNundt; =jhfir0<j <N.

a) Betrachten Sie die beiden Verfahren
Tip1 =z + hf(t), x )
Tjr1 = j + hf(tjt1, vj1)
Geben Sie die Verstarkungsfunktion beider Verfahren an.

b) Geben Sie die Stabilitatsgebiete beider Verfahren an und skizzieren Sie sie. Ist eines
der Verfahren A-stabil?

c) Geben Sie die Definition eines linearen Mehrschrittverfahrens an. Welche Konsisten-
zordnung hat das Verfahren? Was gilt fir die Konvergenzordnung?

Tj42 =T + 2hf(tj,.1‘j)?

Begriinden Sie lhre Antwort. (Nehmen Sie hierzu an, daf3 z; genligend genau gege-
ben ist.)

1+1+2= 4 Punkte
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Aufgabe 7.
a) Geben Sie Schéatzungen flr die Eigenwerte der Matrix mittels des Satzes von Gers-
hgorin
100\ ,/1\ [1
B=1010]-=-1(2 2
001/ 3\2) \o
an.

b) Zeigen Sie, dass A = (a; ;)1<i j<n € R™™ mit

n
Jare] > Y lagl, 1<k<n
o
regular ist.

c) Geben Sie ein lterationsverfahren zur Bestimmung Eigenwertes mit absoluten kleins-
ten Betrag von B an.

2+2+2= 6 Punkte
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Aufgabe 8.
Sei

FiR2 SR, (2,y) — @)T (f 1) (“;) +3.

a) Hat die Funktion f mindestens ein lokales/globales Minimum? Ist das Minimum glo-
bal?

b) Gilt fir 7, € R?\ {0}, dass

dy, == —V2f(Z,)V f(),) € R
eine Abstiegsrichtung ist?
c) Wahlen Sie 7o = (2,2)" und

Tpr1 = Tk + apdg, k€N

Bestimmen Sie «4, so dass es der Wolfe-Bedingung genligt. Konvergiert dann das
obige Verfahren?

d) Definieren Sie die Menge
M:={ZcR?®: ||&?<1} CcR?
und betrachten Sie

e I . —
= argfrgb\r}f(x).

Geben Sie die Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen an.

1+1+2+2= 6 Punkte
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